
Erinnerung: Ein angeordneter Körper ist ein Körper K zusammen mit einer Totalordnung 6, so dass
ausserdem für alle x, y, z 2 K gilt:

x 6 y =) x+ z 6 y + z

x > 0 ^ y > 0 =) x · y > 0

Betrachte einen angeordneten Körper (K,6).

Proposition: Es existiert eine eindeutige injektive Abbildung i : Q �! K, so dass für alle a, b 2 Q gilt:

i(0) = 0 i(a+ b) = i(a) + i(b)

i(1) = 1 i(a · b) = i(a) · i(b)
a 6 b () i(a) 6 i(b)

Konvention: Wir identifizieren Q mit seinem Bild via i.

Definition: Ein angeordneter Körper heisst vollständig, wenn jede nichtleere nach oben beschränkte Teil-
menge eine kleinste obere Schranke besitzt.

Proposition: Für jedes x 2 K setze Ax := {a 2 Q | a < x}. Ist K vollständig, so gilt für alle x, y 2 K:

(a) x = sup(Ax)

(b) Ax+y = {a+ b | a 2 Ax, b 2 Ay}

(c) A
�x = {a� b | a 2 Q<0, b 2 Qr Ax}

(d) Ax·y = {a · b | a 2 Ax, b 2 Ay, a, b > 0} [Q<0 im Fall x, y > 0

(e) x 6 y () Ax ⇥ Ay



Satz: Zwischen je zwei vollständigen angeordneten Körpern existiert ein eindeutiger Isomorphismus.



Satz: Es existiert ein vollständiger angeordneter Körper.

Definition: Jeden solchen bezeichnen wir mit R und nennen seine Elemente reelle Zahlen.

Konstruktion 1 durch Cauchyfolgen:

Definition: (a) Eine Folge x = (xn) in Q heisst Cauchyfolge wenn gilt

8" 2 Q>0 9n0 8m,n > n0 : |xm � xn| < "

(b) Zwei Cauchyfolgen (xn) und (yn) in Q heissen äquivalent wenn gilt

8" 2 Q>0 9n0 8n > n0 : |xn � yn| < "

Satz: (a) Dies definiert eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller Cauchyfolgen in Q. Wir bezeichnen
die Äquivalenzklasse von (xn) mit [(xn)].

(b) Für je zwei Cauchyfolgen (xn) und (yn) in Q hängen die Äquivalenzklassen

[(xn)] + [(yn)] := [(xn + yn)],

[(xn)] · [(yn)] := [(xnyn)],

[(xn)] 6 [(yn)] :, 8" 2 Q>0 9n0 8n > n0 : xn 6 yn + "

nur von den Äquivalenzklassen [(xn)] und [(yn)] ab.

(c) Die Menge aller Äquivalenzklassen von Cauchyfolgen in Q zusammen mit + und · und 6 sowie
dem Nullelement 0 := [(0)] und dem Einselement 1 := [(1)] bildet einen vollständigen angeordneten
Körper.



Konstruktion 2 durch Dedekind-Schnitte:

Definition: Ein Dedekind-Schnitt ist ein nichtleeres echtes Anfangssegment A ⇥ Q bezüglich 6, das kein
maximales Element besitzt.

Proposition: Jedes r 2 Q und je zwei Dedekind-Schnitte A und B induzieren Dedekind-Schnitte

i(r) := {a 2 Q | a < r}

A+ B := {a+ b | a 2 A, b 2 B}

�A := {a� b | a 2 Q<0, b 2 Qr B}

A · B :=
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:

{a · b | a 2 A, b 2 B, a, b > 0} [Q<0 falls 0 2 A und 0 2 B,
�(A · (�B)) falls 0 2 A und 0 /2 B,
�((�A) · B) falls 0 /2 A und 0 2 B,
(�A) · (�B) falls 0 /2 A und 0 /2 B,

sowie die Relation
A 6 B () A ⇥ B.



Satz: (a) Die Menge D aller Dedekind-Schnitte mit den Operationen + und ·, den Elementen 0 := i(0)

und 1 := i(1) sowie der Relation 6 bildet einen vollständigen angeordneten Körper.

(b) Die Abbildung i : Q ! D ist injektiv und verträglich mit + und · und 6.

Konvention: Wir identifizieren Q stillschweigend mit seinem Bild via der Abbildung i.




