Erinnerung: Ein angeordneter Kérper ist ein Korper K zusammen mit einer Totalordnung <, so dass

ausserdem fir alle z,y, z € K gilt:

T <y = r+z
r20ANy20 = x-

<y+z
y=0

Betrachte einen angeordneten Korper (K, <).

—_—

Proposition: Es existiert eine eindeutige injektive Abbildung i: Q — K, so dass fiir alle a,b € Q gilt:

i(0) =0 i(a+b) =i(a) +i(b) ] <
i) =1 i(a-b) = i(a) - i(b) <b < i(a) <i(d)

Konvention: Wir identifizieren Q mit seinem Bild via 3.

Definition: Ein angeordneter Kdrper heisst vollstindig, wenn jede nichtleere nach oben beschrankte Teil-

menge eine kleinste obere Schranke besitzt.

Proposition: Fiir jedes z € K setzg A, := {a € Q| a < z})Ist K vollstindig, so gilt fiir alle z,y € K:

sy =10+bla€ A, be A} = A <A
A,={a-0blaeQ beQ~\ A,}
Ay={a-bla€ A, be A, a,b>0}UQ" im Fall z,y > 0




Satz: Zwischen je zwei vollstdndigen angeordneten Korpern existiert ein eindeutiger Isomorphismus.
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r Satz: Es existiert ein vollstandiger angeordneter Korper.

Definition: Jeden solchen bezeichnen wir miund nennen seine Elemente reelle Zahlen.
Konstruktion 1 durch Cauchyfolgen:

Definition: (a) Eine Folge z = (z,,) in Q heisst Cauchyfolge wenn gilt

Ve € Q7% Ing Ym,n = ng: |1, — 2,| < €

(b) Zwei Cauchyfolgen (z,) und (y,) in Q heissen dquivalent wenn gilt
Ve € Q7% Ing Vn = ng: |z, —uyn| < ¢

Satz: (a) Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Cauchyfolgen in Q. Wir bezeichnen

die Aquivalenzklasse von (z,,) mit [(x,)].

(b) Fiir je zwei Cauchyfolgen (z,,) und (y,) in Q hiingen die Aquivalenzklassen

()] + (] = [(2a+ )],
(@)l - ()] = [(waya)]

()] < [(yn)] & Vee QP IngVn>ng: 2, <yn+e

nur von den Aquivalenzklassen [(z,,)] und [(y,)] _ab.

(c) Die Menge aller Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen in Q zusammen mit + und - und < sowie
dem Nullelement 0 := [(0)] und dem Einselement 1 := [(1)] bildet einen Vollsmneten
Korper.




Konstruktion 2 durch Dedekind-Schnitte: wade WO betcc

“N

V4
Definition: Ein Dedekind-Schnitt ist ein nichtleeres ech!ﬁés Anfangssegment A C Q beziiglich <, das kein
maximales Element besitzt.

Proposition: Jedes r € Q und je zwei Dedekind-Schnitte A und B induzieren Dedekind-Schnitte
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sowie die Relation Cnet_. g4 1 @ °ct .




Satz: (a) Die Menge D aller Dedekind-Schnitte mit den Operationen + und -, den Elementen 0 := ¢(0)
und 1 := (1) sowie der Relation < bildet einen vollsténdigen angeordneten Korper.

b) Die Abbildung i: Q — I istdnjektit; und vertraglich mi und/und <.y
(b) g (el eich mif ) iyt <)

Konvention: Wir identifizieren Q stillschweigend mit seinem Bild via der Abbildung i.
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